Problema stabilitatii estimarilor econometrice
Date anormale(outliers), metode robuste de regresie ortogonala
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Introducere

Datele anormale(outliers), prin definitie, pun sub semnul intrebdrii orice analizd si
inferentd pe care dorim s-o obtinem din structura statistica a oricarui set de date. Sursa
acestei anormalitdti (erori de masurare, erori datorate abaterii fatd de structura statistica
consideratd a datelor) poate fi de interes, dar mai important este ca aceste date sa fie
ponderate corespunzator sau excluse din setul de date pentru a preveni perturbarea
parametrilor estimati §i a permite inferente statistice.

Acestea vor fi prezente mai ales 1n seturi de date cu multe variabile si/sau multe observatii.

Cu privire la o distributie multivariata a datelor, distanta statistica a unei observatii prezinta
proprietatea ca o crestere a distantei de la medie reflectd o descrestere in probabilitate.
Datele anormale (outliers) vor fi deci acele observatii care sunt anormale in raport cu
distributia lor de probabilitate, avand o probabilitate semnificativ micd de aparitie. Datele
anormale sunt deci un tip de contaminare. Pot exista astfel de date ratacite in setul de date
sau pot exista clusteri cu astfel de puncte. Prezenta anomaliilor in date (outliers) face ca
increderea in inferentele statistice bazate pe modelul asociat datelor sa fie mica.
Tehnicile de analizd multidimensionald (regresii multivariate, componente principale,
analiza factorilor, clasificarea, analiza clusterilor, etc.) se bazeaza pe statistici empirice
(medie, covarianta, corelatie) si minimizarea unor functii de reziduri care pot fi afectate
sever de existenta unor date anormale, fie ele cat de putine. Doua lucruri se intampla:
e estimarile difera substantial de cele obtinute dacd nu ar exista date anormale;
e modelul rezultat nu permite detectarea datelor anormale pe baza rezidualelor,
distantelor Mahalanobis sau a altor teste diagnostic.
Doua proceduri pot fi folosite:
e cstimari robuste: gasirea unui model robust care este similar cu cel ce ar rezulta
dint-un set de date fara anomalii;
e detectarea datelor anormale.
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Ambele raspund problemei, dar pornesc din directii diferite. In primul caz se gaseste
modelul potrivit cu datele fara anomalii, ceea ce permite identificarea datelor anormale
pornind de la reziduale, iar in cel de-al doilea caz detectarea anomaliilor permit sa se
trateze acestea prin inldturare sau orice alta procedura de diminuare a efectului lor asupra
estimarii.

Ne vom ocupa in primul rdnd de detectarea anomaliilor in date (puncte numite outliers).
Media unui esantion §i matricea de covariantd empiricd stau la baza analizei clasice a
datelor, fiind estimatori optimi ai parametrilor de localizare si imprastiere, dar foarte
sensibili la date anormale. Acesti estimatori sunt necesari pentru multe tehnici de analiza
ca regresia, analiza componentelor principale, analiza factorilor, clasificarea, etc.

In prima parte a studiului am discutat tehnici robuste de estimare a localizarii si
imprastierii datelor, iar in partea a doua am aplicat aceste metode pe un caz real cu trei
variabile.

In partea a treia am descris o metoda robusti pentru estimarea unui model de regresie
ortogonald, iar in sectiunea a patra am facut simuldri Monte-Carlo pentru a compara
performanta diferitilor estimatori ai modelului de regresie ortogonala robusta.

1. Tehnici de estimare robusta
1.1 Distante statistice

Daca avem un set de date de dimensiune d si presupunem ca ele reprezintd obsevatii ale
unui vector de variabile aleatoare XT=(X1, ..., X4), 1ar o realizare a variabilei aleatoare este
XT:(Xl, veey Xd)-

Pentru a analiza acest set de date si a vedea daca existd date anormale, adica date care nu
apartin modelului statistic considerat, este necesar sa avem definitd o distantd. Doi
parametrii esentiali pentru definirea distantei sunt media u $i matricea de covariantd £ a
variabilei aleatoare X.

Putem porni 1n analiza datelor de la distanta Euclidiand, D, fatd de un estimator al mediei

U
D’ =((x, =T)'(x, =T)), dar atunci nu am luat in considerare variatia setului de date de-a

lungul axelor care este data de un estimator al imprastierii datelor. O distantd mare fatd de
centru este mai semnificativa pentru un set de date care prezintd o variatie mica decat
pentru un altul cu variatie mare. Distanta trebuie deci sa fie determinatd in mod invers
proportional de o masura a imprastierii datelor. Astfel de distante sunt numite distante
statistice.

Cu privire la o distributie multivariata a datelor, distanta statistica a unei observatii prezinta
proprietatea ca o crestere a distantei de la medie reflectd o descrestere In probabilitate.
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Datele anormale (outliers) vor fi deci acele observatii care sunt anormale in raport cu
distributia lor de probabilitate, avand o probabilitate semnificativ mica de aparitie.

O distibutie multivariat normald de dimensiune d este definitd de densitatea de

probabilitate:
1 1 -
f(X)ZWMTeXP(—I/z(X—ﬂ)'Z H(x =) (1)

unde X este matricea de covarianta si |Z|% este lacobianul transformarii.

Exponentul din aceastd expresie corespunde cu unul dintre exemplele de distanta statistica
foarte cunoscute, distanta Mahalanobis definita de acesta in 1930 numita si distanta T a lui
Hotelling.

Daca X este d-multivariat normala atunci orice punct cu distanta echivalenta fata de centrul
datelor se gaseste pe un elipsoid care descrie multimile de nivel ale functiei de densitate de
probabilitate.

Pentru date astfel distribuite este cunoscut cd patratul distantei Mahalanobis urmeazad o
distributie chi-patrat cu d grade de libertate:

M; = ((X; _,U)'Z_I(Xi _,u))l/z ~ Zj > 2)

unde P(M; < y5504) =0.90. Astfel incat, daca d = 2, ¢* = y74,, =4.605 si este 90%

- R - < - A - . . . . 2 2
sansa ca variabila aleatoare X; sa se gaseasca in interiorul elipsei descrise de curba M” = c”.

O ilustrare a unei astfel de situatii pentru un set de date particular este dat in figura
urmatoare. O valoare mai mica pentru ¢ > 0 inseamnd ca mai putine date vor fi continute in
elipsa corespunzatoare.
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Cand identificam datele anormale (outliers) folosind metode bazate pe distante localizam
acele obsrvatii care sunt in exteriorul unei astfel de elipse. Determinarea frontierei acestei
elipse care separa cele doud regiuni se face pornind de la estimarea robusta a a localizarii
(centrului) si Tmprastierii (covariantei).

Seturile de date pot contine date anormale (outliers), puncte care deviaza de la modelul
sugerat de majoritatea datelor, asa cd o analizd statisticd a acestora trebuie sa inceapa in
mod necesar cu estimarea lor.

1.2 Invarianta Afina si Estimarea de Verosimilitate Maxima

In cazul particular cand X are o densitate de probabilitate multivariat normala (1),
estimatorii de verosimilitate maxima pentru esantionul x,..., X, pentru medie si imprastiere

sunt dati de acei parametrii x, X care satisfac conditia:

AN

LD =max L,(u3), 3)
s

unde L, (u,X) este probabilitatea datd de modelul asociat datelor
1 1 n -
L, (4,2) =|Z|T6Xp(—5§(xi —H)Z7 (% = ) - 4

Estimatorii sunt:

A

=x =150, B =3 (0 =004 - %)

Ni=t
Invarianta estimatorilori la transformarile afine este o proprietate naturald facand analiza
independenta de unitatea de mdsura si orice translatie sau rotatie a datelor. Spunem ca un
estimator T(X) al localizarii si un estimator C(X) al covariantei este invariant in sensul
precizat daca indeplinesc conditiile:
T(XA+1,V)=T(X)A+vVv

c N 5)
(XA+1 V)= AC(X)A

pentru orice vector v de dimensiune dx1 si orice matrice nesingulara A de dimensiune dxd,
unde d este dimensiunea spatiului de date.

Estimatorii de verosimilitate maxima pentru modelul multivariat normal al datelor sunt
afin-invarianti.

Totusi acesti estimatori pot fi afectati de prezenta datelor anormale pe care vrem sa le
detectam, diminuand sansele de a le identifica. De aceea este necesar sa consideram
variante robuste ale localizarii si imprastierii datelor.



1.3 Functia de influenta

O alta discutie legatd de estimatorii robusti priveste functia de influenta (Hampel, 1974).

O metoda de a masura robustetea unui estimator T(X), daca se presupune ca distributia lui
X este F, este de a evalua efectul asupra estimatorului cand distributia reald a datelor este
perturbatd intr-un punct x din RY. Fie 0, masura de probabilitate exprimatd de functia

Dirac care atribuie 1 punctului x. Hampel (1971) a definit functia de influenta pentru T(X)
dat de distributia F intr-un punct x:

IF(xT.F) = lim T[(I-e)F+¢&0,)-T(F)

0<e—0 P

(6)

daca limita exista.

Functia de influentd masoara efectul asupra lui T a unei conatmindri infinitezimale a
distributiei F.

Estimatorul T care are o functie de influentd micd sau cel putin marginitd este considerat
robust.

Dacad inlocuim & cu 1/n in expresia functiei de influentd putem masura efectul unui outlier
pe pozitia x.

Functia de influentd are scaderea ca masoara efectul unei singure date anormale (Lopuhaa,
1989).

Pentru media si covarianta clasicd avem:

IF(X; 1, F) =X = u(F)

IF(%2, F) = (x = p)(X— ) =Z(F)’

ceea ce dovedeste ca sunt nemarginite si deci cd estimatorii sunt nerobusti.
1.4 Estimatori robusti pentru localizare si imprastiere

Bickel (1964) pare sa fie primul care a considerat alternative robuste pentru media unui
vector: mediana pe fiecare directie si estimatorul Hodge-Lehman. Acesti estimatori fiind
mai robusti decat media empirica, totusi nu respectd proprietate de invarianta afina.

Hampel (1973) a fost primul care a propus o procedura iterativa pentru un estimator afin-
invariant pentru matricea de imprastiere (scatter), care s-a dovedit a fi un M-estimator.

Inspirat de Huber (1964), Maronna (1976) a definit si studiat pentru prima oara M-
estimator pentru localizare si impragtiere.

O metoda clasica pentru detectarea datelor anormale (outliers) este sa se calculeze distanta
Mabhalanobis fata de centrul spatiului datelor (norul de puncte) pentru fiecare punct:

MD; = ((x, =T)C™'(x, =T)"?,
unde T si C sunt respective media i matricea de covarianta a esantionului.
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MD ar trebui sa masoare departarea de centrul norului de date, tinandu-se cont in acelas
timp de forma acestuia.

Numai ca aceasta distantd este influentatd datele anormale(outliers) care pot exista care
denatureaza masurile T si C facand sd apara efectul de mascare prin care datele anormale
nu primesc neaparat o masurd MD mare.

Robustificarea acestei masuri se poate face folosind alte marimi pentru T si C, care sa
aprecieze correct centrul (locatia) si imprastierea. Dacd se considerd estimatori robusti
pentru T si C atunci distanta Mahalanobis va fi mare pentru datele anormale si va deveni:
RD, = ((x, = T5)'Cx ' (X, —=T5))"?, unde indicele  semnaleazi o misurd robusti pentru
estimator.

Estimatorii robusti pentru localizare si imprastiere pot fi calculati deodata ca in cazul M-
estimatorilor, sau separat.

Invarianta estimatorilori la transformarile afine este o proprietate naturala facand analiza
independenta de unitatea de masura si orice translatie sau rotatie a datelor:

T(XA+1,V)=T(X)A+v

C(XA+1,v)=AC(X)A’

pentru orice vector v de dimensiune dx1 si orice matrice nesingulara A de dimensiune dxd,
unde d este dimensiunea spatiului de date.

O masura globala de robustete a estimatorilor este punctul de rupere (breakdown point).

Donoho si Huber (1983) au considerat definirea acesteia pentru esantioane finite, iar
Hampel (1971) sensul asimtotic.

Acest punct de rupere se poate defini informal ca proportia minima de contaminare a
datelor din multimea X care sa faca estimatorul T sd devieze oricit de mult de la adevarata
valoare:

BP(T,X)=min{%:s)1<1p|T(Xm)—T(X)|=oo}. (6)

Unde Xy este o multime de date contaminata rezultand din nlocuirea a m puncte din X cu
puncte arbitrare din R .

Pentru matricea de covariantd se inlocuieste in definitie T cu vectorul valorilor proprii
logaritmate ale lui C. Estimatorul lui C ar deveni nefolosior daca valorile proprii ar fi 0 sau
infinit asa cum pentru localizare ar fi infinit de mare.

1.4.1 M-estimatori

M-estimatorii nu sunt influentati de perturbatii mici in date si au o eficienta relativ buna
pentru multe modele ale unei populatii, dar nu sunt destul de robusti ca masura globala (in
termini de punct de rupere = breakdown point) pentru spatile cu multe dimensiuni.
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M-estimatorii pentru localizare si imprastierte sunt solutiile T (in RY si C (o matrice
simetrica pozitiv-definitd) ale ecuatiilor urmatoare:

%é“*“&-TYC‘uf:DY”Xx—T>=o %

%é“z(((xi —TYCT (6 =T =T)(x =T)=C ©)

unde U;, 1=1,2, sunt functii care satisfac niste conditii:
U:R—[0,00) este simetricd, u(0)=0 si U(y) > candy — .
Sunt generalizéri ai estimatorilor de verosimilitudine maxima si pot fi priviti ca media si
matricea de covarianta ponderate.
Verosimilitatea maxima pentru distributiile normale este data de alegerea:
1 d(log f(9))
u,(s)=—- 081D
S ds
Ei au functie de influentd marginitd pentru anumiti u;, dar un punct de rupere relativ mic

(<1/(d+1)) (Maronna, 1976) si de aceea nu sunt global robusti in spatiile de date cu multe
dimensiuni.

si U,(s*)=u,(s) pentrus > 0.

1.4.2 Estimatori Stahel-Donoho

Stahel (1981) si Donoho (1982) au introdus ca masuri pentru localizare si imprastiere o
medie si matrice de covariantd ponderate bazate pe proiectii care au in acelag timp
proprietatea de afin-invariantd si o robustete globald inaltd datd de punctul de rupere
(breakdown point).

Detectarea punctelor anormale se face dupd o masurd care se bazeaza pe proiectia unui
punct x din multimea datelor X = R® (d>1 este dimensiunea datelor) in R:

~ u'X = £2(uX)|
O(X, X) = sup{ueRd,HuHﬂ} W (9)
unde X ={U'X,,...u'X }, X ={X,.... X, }.
Atunci locatia si imprastierea se calculeaza astfel:
T (X) =S WX, /XW, , (10)
i=l i=I
Cop(X)= LW, (X =Tep (X =T (X))'/gwi ; (11)

unde w, = W(O(X;, X)) s1 W este o functie pondere care penalizeaza punctele anormale.



Donoho a demonstrat robustetea acestor estimatori pentru (x,0)=(Med,MAD), mediana

si median absolute deviation si W functia pondere cu proprietiti asemandtoare functiilor u
de la M-estimatori.

1.4.3 Estimatori MVE si MCD

Rousseeuw (1985) a introdus ca estimatori afin-invarianti pentru localizare §i imprastiere
cel ce se bazeazd pe MVE (minimum volume ellipsoid) elipsoidul de volum minim si cei
ce se bazeaza pe MCD (minimum covariance determinant).

Estimatorii MVE pentru localizare si imprastiere sunt respectiv centrul si elipsoidul de
volum minim care cuprind cel putin h puncte din X. S-a dovedit de catre Davies (1987) ca
acesti estimatori au un punct de rupere foarte inalt pentru h = \_(n +d+1)/ ZJ, dar nu sunt
asimtotic normali nici v/n consistenti (Davies, 1992)

Estimatorii MCD sunt media empirica si un multiplu al matricea de covariantd a h puncte
din X pentru care determinantul matricei de covariantd este minim.

TMCD si CMCD au punctul de rupere aproximativ (n-h)/n, adicd '2 pentru
h=|_(n+d +1)/ 2J (Lopuhaa and Rousseeuw, 1991) valoarea maxima pe care o poate
atinge orice estimator invariant la transformari afine.

Acesti estimatori MCD sunt 4/n consistenti (Davies and Jhun, 1993) si de asemenea este
demonstratd Rousseeuw normalitatea asimtotica pentru localizare dar nu si pentru matricea
de covarianta si nu au o eficientd mare pentru modelele multivariat normale (Croux and
Haesbroeck, 1999), dar sunt foarte des folosite datoritd algoritmilor rapizi de calcul
existenti.

Un algoritm eficient de calcul pentru estimatorilor MCD pentru localizare si covarianta
este FAST-MCD dezvoltat de Rousseeuw si Van Driessen (1999) care calculeaza
estimatori ponderati (one step reweighted):

TRMCD(X) = _Zn:WiXi /Zn:Wi >
CRMCD(X) = Dh,ngwi(xi _TRMCD (X))(Xi _TRMCD(X))V/gIWi >

)<yl
unde W, = {1 dallcfa| RDyieo (X)) <4/ Xa097s ,1ar Dy , este un factor de corectie-
0 altfe ’

1.4.4 S-estimatori

O metoda de a imbundtati eficienta estimatorilor MVE si MCD este sa se considere o
functie obiectiv neteda. Astfel o clasd importantd de esimatori sunt S-esimatorii
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(Rousseeuw and Leroy , 1987, Davies, 1987) pentru localizare si covariantd care
minimizeaza functia:
min det(C)

n 12
L3 oo ~TyC 7 (x -T) <, (2
Ni=t
pentru o functie p care de multe ori se alege a fi functia lui Tukey:

x> x4 x°
{7—2—24'@, daca |X|2C
p=12, % (13)
o daca [x>c

iar punctul de rupere este dat de valoarea lui ¢ , BP=6b/c”.
Daci considerim p(X) = x> si b=1 obtinem cazul metodei celor mi mici pitrate.
S-estimatorii au un punct de rupere inalt si proprietatea de normalitate asimtotica

(Rousseeuw si Zohai 1984) dar metodele de calcul sunt intensive, iar cand datele sunt
foarte contaminate nu sunt unici (Woodruff si Rocke, 1994).

1.4.5 Detectarea datelor anormale (outliers)

Consideram un model standard localizare-covariantd, adica un set de date d-dimensionale
X1, X2,...,Xn care sunt realizari ai unor variabile aleatoare X;, Xo,..., X, cu o distributie de
probabilitate elipticd P, ; cu densitatea de probabilitate:

g(Jx— ;) )
cu 1 eR?,XePDS(d), clasa matricilor de dimensiune dxd simetrice si pozitiv definite si
g :[0,00) = [0,0).

O datd ce am obtinut estimari robuste ale localizarii si imprastierii putem aborda problema
cautarii datelor care au o deviatie anormala fatd de media estimatd si conform cu matricea
de covarianta.

1/2

f 0 =]z

Exista trei tipuri de contaminare care cer diferite tehnici de detectie.

Prima categorie sunt acele date anormale pentru care distantele robuste RD sunt mai mari
decat un prag fix (Rousseeuw si van Zomeren 1990, Rocke si Woodruff 1996) sau decat un
prag adaptativ care depinde nu numai de structura datelor ci si de marimea esantionului
(Gervini 2003).

Daci f este multivariat normald atunci RD(X,) >,/ 74 0,5 determind aceste anormalititi cu

prag de semnificatie 0.975.

Al doilea tip este cel al datelor anormale (shift outliers) care corespund unor clusteri care
urmeaza aceiasi structurd ca a majoritatii datelor, dar sunt deplasati fatd de media
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majoritdtii populatiei. De exemplu pentru o populatie distribuitd N(z,X) un nor de date
anormale deplasate pot fi distribuite N(u+S,%)si astfel corup metrica bazata pe distanta

Mabhalanobis (Rocke si Woodruff 1999) facand ca diferenta dintre datele normale ti acestea
sd dispara daca se considera aceastd distanta.

Al treilea tip de anormalitate este cel al datelor anormale localizate (point mass outliers)

dat de cel rezultat dintr-o concentrare a contaminarii intr-o regiune redusa (Pena si Prieto
2001)

2. Un exemplu de estimare a datelor anormale folosind estimatorii MCD

Considram in spatiul R, variabilele Inflatie, Rata dobanzii active a clientilor nebancari,
Cursul Euro-Ron 1n perioada februarie 2000 - iunie2010 (n=125 de puncte) care urmeaza
un model multivariat normal si calculdm distantele Mahalanobis MD; si distantele robuste
RD; cu pragul de semnificatie 97,5% si h=0.9n ceea ce asigurd un punct de rupere
BP=10%.

Din graficul urmator (figura 1) se observa efectul de mascare al distantelor nerobuste MD;,
care In comparatie cu RD; sunt mai mici.

Punctele desemnate ca outliers sunt cu indexii in intervalul 1-12 si 26. latd ca deviatia fata
de modelul normal se intimpla in primul interval (an), apoi se poate considera ca datele
urmeaza acest model (graficul 3 in care se raporteaza RD; la radacin patrata a cuantilelor
distributiei chi-patrat). De fiecare datd, pentru orice h in intervalul (n/2, n), datele anormale
se gasesc in prima perioada. Pentru h=n obtinem puncte anormale 1-4, 6, 12, 26, care apar
ca anormale 1n toate estimarile asa ca putem cochide ca aceste puncte sunt outliers.

In figura 1, se poate observa efectul de mascare asupra distantelor Mahalanobis, care sunt
subevaluate datoritd masurilor nerobuste ale mediei si covariantei.

Figura 1

IRC

c3

o2

Distanta Robusta RO

| 1 I 1 1 1 1 1
i} 05 1 15 2 25 3 35 4
Distanta Mahalanobis MDi
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In figura 2 se pot observa datele anormale comparandu-se distantele robuste cu valoare
chi-patrat, iar in figura 3 se raporteaza cuantilele distributiei empirice a distantelor robuste
cu cuantilele distributiei chi-pétrat cu d grage de libertate si prag de semnificatie 0.975.

Figura 2
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3. Regresie ortogonala robusta

Fekri si Ruiz-Gazen (2004) au definit regresie ortogonald ponderata robusta.
Fie X € R®" matricea continand pe coloane cele n date observate X, € R?, i=1,..,n si fie x;
apartinand directiei afine D, = {xeR’,A'x=b;AeR%,beR}, X, =X, +&; si¢; distribuit

normal cu medie 0 i matrice de covarianta diagonala X .
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Modelul regresiei ortogonale estimeaza A si b minimizand criteriul:
S 1, =x = S, ~ 1o, O + £ -1, 0]

Minimizarea acestui criteriu duce la X; =11 Das (X,) ti minimizarea :
n 2 n ) 5

%, o, 0O =Zlarx, —b =farx -buf;

cuueR"=[11,.,1] si ||M |||2= =Tr(M'M)=Tr(MM") reprezentand norma Frobenius.

Regresia ortogonala robusta schimba criteriul de minimizare intr-unul ponderat:

2w(X; = a0 =%
care conduce la iw(”Xi —,u||; )||A'Xi —b||2 :||(A'X —bu')W||2F ,
i=1

unde W =[W,,..,w, L,w, = w(|X; - z..).

Solutia optima (A*,b*) este data de:
A*=vectorul propriu de normd wunitate asociat matricii pozitiv semidefinite

H :X(WZ_lwzuu'Wz)X' si b*:lA*'XWZU.
14 |4
Fie :
iW(”Xi —,un”anlZ)Xi iw(”Xi _ﬂnnzn—lz)(xi — Mg (X = g )
/uR,n = $1 ZR,n ==

d 2 n 2

S (X, ], Sw(X, ],

unde u,s1Z sunt estimatori robusti ai localizarii §i covariantei.

Minimul este atins de directia afind care contine g, si este paralela directiei data de
vectorul propriu asociat celei mai mici valori proprii a matricei Zg .

Functia w este o functie descrescatoare care penalizeazd observatiile cu distanta
2 .« A . .
||Xi —,un||z - mare. Vom folosi in exemple functia pondere 1ljp unde ¢ este cuantila
n

97,5% a distributiei chi-patrat.

Tabelul 1
Coeficientii hiperplanului
TLS RS RMCD
Inflatie -0.4239 -0.4875 -0.4870
Rata 0.9057 0.8732 0.8734
dobanzii
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Curs 0.0041 -0.0028 0.0027

Termen -0.0249 -0.0195 -0.0191
liber

4. Rezultate de simulare

In aceastd sectiune am facut simuldri pentru a compara estimatorii coeficientilor
hiperplanului obtinuti prin metoda robusta si cea standard. Parametrii populatiei sunt cei
obtinuti cu metoda RMCD pentru exemplul prezentat.

Am considerat datele necontaminate care sunt conforme cu hiperplanul generat de ecuatia
ortogonala robusta obtinutd folosind covarianta RMCD si urmeaza modelul regresiei
otogonale cu erori de tip multivariat normal. Contaminarea s-a realizat considerand ca
erorile urmeaza alta distributie de tip eliptic, sau combinatii de distributii normale.

Astfel, rezultatele obtinute arata ce s-ar intampla dacd ar exista date anormale modelului
considerat si am aplica una dintre metodele robuste sau nerobuste. Aceste simuliri
constituie o masurare a robutetii globale a metodelor.

Simularile constau Tn 1000 de esantioane cu dimensiunea 125 pentru mai multe distributii:
1. distributia normala N(x,X) (NOR)

2. distributia normala simetric contaminata (SCN), care este un mixaj de 90% N(z,X) si
10% N (1,10%)

3. distributia multivariatd Cauchy (CAU)
4. distributia normala asimetric contaminata (ACN), care este o mixturd de 90% N (u,X)
s110% N (g,,102)cu p, =2*u

Tabelul 2
Media empirica MSE(media patratelor erorilor)
NOR | TLS RS RMCD | TLS RS RMCD
-0.4870 -0.4870 | -0.4870 | 4.36e-13 0.25e-13 4.36e-13
0.8734 0.8734 | 0.8734 1.41e-11 0.54e-11 1.45¢e-11
0.0027 0.0027 | 0.0027 1.37e-16 0.212-14 2.75e-14
-0.0190 -0.0191 | -0.0191 | 0.14e-15 0.3e-15 0.le-15
SCN | -0.4874 -0.4870 | -0.4870 | 2.58e-10 0.31e-11 2.6e-13
0.8744 0.8734 | 0.8734 | 2.35¢-12 2.2e-12 2.3e-12
0.0026 0.0027 | 0.0027 | 2.8e-14 3.2e-17 2.7e-17
-0.0191 -0.0191 |-0.0191 | 1.4e-3 2.3e-4 3.7e-4
CAU | 0.7135 -0.4934 | -0.4865 | 0.0514 8.9¢-4 2.26e-4
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0.7004 0.8761 0.8735 | 0.0299 8.4e-4 7.02e-5
0.0133 0.0023 | 0.0027 1.132e-4 4.3e-6 8.31e-8
0.0647 -0.0798 | -0.0989 | 0.0021 0.8260 1.8918
ACN | 0.4224 -0.4794 | -0.4824 | 0.0265 5.6¢e-6 0.4e-6
-0.49118 0.8700 | 0.8703 | 0.0129 3.4e-4 1.69e-4
6.7188e-04 | 0.0025 | 0.0026 | 2.9e-6 4.6e-7 2.07e-7
0.0019 -0.0189 |-0.0204 | 0.0004 0.le-5 0.0003

In cazul contaminarii simetrice rezultatele pentru regresia TLS sunt foarte bune deoarece
datele (inflatia, rata dobanzii, cursul de schimb) sunt puternic corelate asa modificarea
consideratd matricei de covarianta Tnsemna o corelare mai puternica a datelor.

In ce priveste modelele de regresie ortogonala robuste, ele par echivalente si deci poate fi
folosita oricare dintre ele si cum algoritmul pentru metoda RMCD este mai eficient este de
preferat utilizarea acestei metode.

Ca masura globala performantei estimatorilor ecuatiei regresiei ortogonale am considerat
valoarea absolutd a cosinusului unghiului dintre parametrii estimati §i cei ai populatiei.
Aceastd masurd poate fi interpretatd ca marime a influetei datelor anormale (outliers)
asupra estimatorilor.

Figura 4 si 5 prezinta functia de distributie cumulatd empirica pentru cele 1000 de
esantioane ale simuldrilor, pentru distributiile Cauchy si distributia normald asimetric
contaminatd. Distributia cumulativa empiricd ar trebui sa fie masatd in apropierea lui 1
daca parametrii estimati au valori aprope de valorile reale deoarece atunci cosinusul
unghiului dintre parametrii ar fi aproape de 1.

In cazul distributiei normale toate cele trei curbe au varful de maxim catre 1. Insa nu
aceeiasi este situatia pentru estimarea TLS (regresia ortogonald nerobustd) in timp ce
metodele robuste dau rezultate bune.
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Figura 4

Distributia cumulata a walorii absolute a cosinusului unghiului
dintre parametrii estimati si cei ai populatiei pentru distributiile Cauchy
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Figura 5

Distributia cumulata a valorii cosinusului unghiului
dintre parametrii estimati i cei ai populatiei pentru distributia ACH
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Concluzii

In acest studiu am analizat influenta datelor anormale asupra estimatorilor in cazul
modelului Eroare-in-Variabile cu distributia erorilor multivariat eliptice pentru regresia
ortogonala.

Estimatorii robusti sunt definiti ca estimatori ponderati de tip cele-mai-mici-patrate fiind
derivati din estimatori robusti ai localizarii (mediei) si imprastierii (covariantei) datelor. In
acest studiu am folosit estimatori S si RMCD, dar pot fi utilizati orice alti estimatori
robusti ai primelor doud momente ale distributrei empirice a datelor cum sunt estimatorii
de tip proiectie Stahel-Donoho sau M-estimatori.

Am vazut ca estimatorii clasici ai hiperplanului care se afla la distantd minima de date
(distanta Euclidiand deoarece este analizat cazul regresiei ortogonale) se indeparteaza de
valorile reale daca datele sunt contaminate de erori care urmeaza alte distributii decat cea
gaussiand. Acest caz este des intalnit in situatiile reale cand datele deviaza fatd de
distributia normala prezentand de multe ori distributii asimetrice sau cu valori extreme.
Folosirea unor metode nerobuste in aceste cazuri duce la estimari incorecte si implicit la
inferente gresite.

Rezultatele obtinute din simulari si prezentate in tabel sunt similare celor din Fekri si Ruiz-
Gazen (2004) dovedind cd pentru modelul necontaminat cei mai eficinti estimatori ai
hiperplanului ce reprezintd regresia liniard ortogonala fara ca celelalte metode robuste sa
fie ineficinte, iar pentru modelele contaminate regresiile robuste sunt eficiente dar regresia
ortogonald clasica este complet inadecvata in cazurile distributiei Cauchy si celei normal
asimetric contaminate.

Programele utilizate pentru calculul estimatorilor si pentru simuléri au fost scrise in limbaj
MathLab. Estimatorii RMCD au fost calculati folosind rutinele LIBRA.
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Anexa.

In aceastd anexa se prezinta programul de simulare pentru datele contaminate cu distributia
Cauchy.

function res=Multivar tTLSsim(IRCplan,Mer,Ser,trial,p,multsigma,multm)

% Simulare Monte Carlo pentru setul de date IRCdata contaminat cu distributie Cauchy
n = size(IRCplan(:,1)); % The number of function evaluations

% --- Generate vectors of random inputs

% 1 ~ distributie Normala N(medie=m,sd=SIGMA)

% rc ~ distributie Normala N(medie=multm*m,sd=10*SIGMA)

% re ~ distributie Cauchy CAU(sd=Ser)

% rce ~ distributie Normala N(medie=Mer,sd=Ser)

res. TLS=[];
res. TLSm=[];
res. TLSmse=[];
res.RMCDmse=[];
res.sz=[];
res.multsigma=multsigma;
res.multm=multm,;
fori=1:4
res. TLSmse(i)=0;
res. RMCDmse(1)=0;
end
J=0;
SIGMA=cov(IRCplan);
m=mean(IRCplan);
while j<trial
r=mvnrnd(m,SIGMA ,n(1)-floor(n(1)*multsigma));
rc=mvnrnd(multm*m,10*SIGMA, floor(n(1)*multsigma));
IRCrand={r; rc];
re=mvtrnd(Ser,1,25); rce=mvnrnd(Mer,Ser,100);
IRCrand=IRCrand+{re;rce];
m=mean(IRCplan);
COVrand=cov(IRCrand); mrand=mean(IRCrand);
=L
[v,d]=eig(COVrand);
k=1;
fori=2:3
if d(i,i) < d(k.k)
k=i;
end
end
res. TLS(4,))=0;
fori=1:3
res. TLS(i,j)=v(i,k);
res. TLSmse(i)=res. TLSmse(i)+(abs(v(i,k))-abs(p(i)))* (abs(v(i,k))-abs(p(i)));
res. TLS(4,j)=res. TLS(4,j)+v(i,k)*mrand(i);
end
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res. TLSmse(4)=res. TLSmse(4)+(res. TLS(4,))-abs(p(4)))*(res. TLS(4,j)-abs(p(4)));
[rew,raw]=mcdcov(IRCrand, plots',0, 'alpha',0.75) ; plan=size(rew.plane);
res.sz(j)=plan(1);
[v,d]=eig(rew.cov);
k=1;
for i=2:3
if d(i,i) < d(k.k)
k=i;
end
end
res. RMCD(4,j)=0;
for i=1:3
res. RMCD(i,j)=v(i,k);
res. RMCDmse(i)=res. RMCDmse(i)+(abs(v(i,k))-abs(p(i))) *(abs(v(i,k))-abs(p(i)));
res. RMCD(4,j)=res. RMCD(4,j)+v(i,k)*mrand(i);
end
res. RMCDmse(4)=res. RMCDmse(4)+(res. RMCD(4,j)-abs(p(4)))*(res. RMCD(4,j)-abs(p(4)));
end
res. TLSm(1)=mean(res.TLS(1,:)); res. TLSm(2)=mean(res.TLS(2,:)); res. TLSm(3)=mean(res.TLS(3,:));
res. TLSm(4)=mean(res.TLS(4,:)); res. RMCDm(1)=mean(abs(res. RMCD(1,:)));
res. RMCDm(2)=mean(abs(res. RMCD(2,:))); res. RMCDm(3)=mean(abs(res. RMCD(3,:)));
res. RMCDm(4)=mean(abs(res. RMCD(4,:)));
end
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